14. Charakteristická rovnice racionální funkce v matici by Borůvka, Otakar
Základy teorie matic
14. Charakteristická rovnice racionální funkce v matici
In: Otakar Borůvka (author): Základy teorie matic. (Czech). Praha: Academia, 1971. pp. 88--90.
Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401342
Terms of use:
© Akademie věd ČR
Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.
This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz
14. CHARAKTERISTICKÁ ROVNICE 
RACIONÁLNÍ FUNKCE V MATICI 
Budiž A libovolná čtvercová matice stupně n. Z odst. 9.2 
víme, že k matici A přísluší charakteristická rovnice 
p(A) = \A - AE| = 0. (48) 
Značí-lif(A) == g(A)jh(Á) libovolnou racionální funkci v ma­
tici A, má tato racionální funkce opět charakteristickou rovnici, 
a to 
| f(A)-AE| = 0. 
Mezi kořeny obou charakteristických rovnic platí určité vztahy, 
které odvodíme. 
14.1. Věta. Nechť g(A) je polynom v matici A. Pak determi­
nant |g(A)| představuje rezultant polynomu #(/) a charakteristic­




m~l + ... + am = 
= a0(X-h1)(X-h2)...(l-hm), 
kde /.!, ..-, hm značí kořeny algebraické rovnice «(/.) = 0. Zřejmě je 
g(A) = a0A
m + ... + a„,E = a0{A - ft,E)(A - h2E)... 
...(A-hmE), 
takže 
\g{A)\ = a"0|A - fc.E| . |A - ň2E| \A - hmE\ . 
Označíme-li <p(X) = ]A — XE\ charakteristický polynom matice A, 
z předešlého vztahu obdržíme 
I^A^flS^)-^)-^-.)- ( 4 9 ) 
Jsou-li Xl9 A2> •••* K kořeny charakteristické rovnice (p(X) 
= 0, pak je 
KA) = ( - 1 ) " ( A - A 1 ) ( A - A 2 ) . . . ( A ^ - A W ) . 
Proto podle (49) dostáváme 
І£7(A)| = fllJ(-l)"(Л. - A . ) ( Л i - Л 2 ) . . . ( A 1 - - Q . 
• ( - 0 " ( Л 2 - Д . ) ( Л 2 - Д 2 ) . . . ( A 2 - Я „ ) . 
. ( - l ) - ( й и - A 1 ) ( Л 1 „ - A 2 ) . . . ( / i в - ^ 1 ) . 
(50) 
Odtud plyne, že rovnice <p(X)9 g(/) mají společný kořen hfc = Ai? 
právě když je 
k*)l = o • 
Tím je věta dokázána. 
14.2. Poznámky. 1. Ze vztahu (50) plyne 
\9(A)\ = g(Xl)g(A2)...g(An). (51) 
2. Z předešlé věty 14.1 plyne (vzhledem k vlastnosti rezul-
tantu algebraických rovnic), že matice g(A) je singulární, právě 
když algebraická rovnice g(?) = 0 a charakteristická rovnice 
cp(X) = 0 matice A mají společný kořen. 
143. Věta o kořenech charakteristické rovnice matice f(A). 
Jsou-li /}, ..., Án kořeny charakteristické rovnice matice A a znači­
li f(A) racionální funkci v matici 4, pak platí tvrzení 
1. |/(A) |--/(A I )/(A 2 ). . ./(A.); (52) 
2. charakteristická rovnice matice f(Á) má kořeny 
f(li)J(*i) / ( 4 ) . 
D ů k a z : 1. Je-li f(A) polynom v matici A, první tvrzení je 
správné podle vztahu (51), položíme-li g(X) = f(x). Nechť je tedy 
f(A) -- ^ , 
89 
kde g(A), h(Á) jsou polynomy v matici A, přičemž \h(A)\ 4= 0. 
Pak podle (51) máme 
\g(A)\ = g(Xi)g(X2)...g(Xn), 
\h(A)\ = h(Xl)h(X2)...h(Xn). 
Odtud plyne 
\f(A)\ = \„(A)\. l;,(A)|- - g(it)... „(;,) [*(/,)- * ( « ] - = 
lVl) hV-n) 
2. Pro každé X je 
racionální funkce v matici A, Tedy podle předešlého tvrzení je 
\XE - f(A)\ = |AA° - f(A)\ = [;.;.? - /(;,)] VA - M ) ] • • • 
... [;.;.„" - /(;.„)] = [x - /(;,)] [;. - /(;.,)]...[;.- /(;.)]. 
Avšak levá strana této rovníce je až na součinitele (— 1)" charak­
teristický polynom matice f(A), kdežto pravá strana je její rozklad 
v kořenové faktory. 
14.4. P o z n á m k a . Je-li </>(/) = \A - /£ | , pak platí vztah 
K A ) - ; . E | = (-;.)". (53) 
Skutečně podle věty 14.3.2 má charakteristická rovnice 
\<p(A) — / £ | = 0 matice (p(Á) kořeny 
c/?(/j), (p(X2), . . . , </>(/„), 
přičemž /-, / 2 , ..., /„ jsou kořeny charakteristické rovnice <p(/) = 
= 0. Proto je 
</>(;.,)« <p(A2) = ... = <p(kn) = 0 . 
To znamená, že rovnice |<p(A) — / £ | = 0 má všechny kořeny rovné 
nule. Odtud plyne vztah (53). 
Tento výsledek později (v odst 15.6) upřesníme, když uká­
žeme, že <p(Á) je vždy nulová matice. 
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